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TEMA 4. MODELS CONSTITUTIUS

4.1. Introduccio

Medis continus

Sistemes discrets

K
-F F
C
DI
K

k: Rigidesa
c: Esmorteiment AF = k-Aa+c-4a

“viscositat” ?
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4.1. Introduccio

Teorema de les forces vives

La suma de potencies de les accions externes més la poténcia de les tensions
internes, actuant sobre un sistema en un instant determinat, és igual a la
velocitat de variacio d’energia cinetica del sistema en el mateix instant.

P D En forma diferencial, sobre un dV:

+ Pint e Ec D
Dt P, +oP, =—(E,)
Dt

ext int —

desenvolupant el terme de potencia de les forces exteriors al dV:

5P, =V x(V[o]+b)dV +[c]:[D]dV

—— —~—

D (5g,)=D @ pvzdvj 5P, —tr|loT [D]jv

Dt Dt
Variacio d’energia cinética potéencia de tensio

~5P

int

En forma intensiva: Pe;t = % E: +P D (Epvzj + [O']I [D]

(densitat de poténcia)
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4.1. Introduccio

Densitat d’energia de deformacio

L'energia de deformacié involucrada en la transformacio
geometrica d’'un medi continu és el treball realitzat per les
tensions internes d’aquest medi en passar de la configuracio
inicial a la configuracio actual. Expressada en forma intensiva,
definim la densitat d’energia de deformaci6, E_ .

multiplicant la poténcia de tensio per dt, [dé‘] = [D]dt — 0 dEg — [(7] : [de]dV

expressada en forma intensiva: dE: = AUF_T)IO AAd\I/EE = [G]Z [dé‘] = '[r[[O'][dé‘]]

Per a una deformacio finita: _ )
Energia de Energia de

et et L G I o B G

&

L'energia total, per a un volum finit:

E, = [ Eldv = [ ([[o]: [de]pv
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Determinar la densitat d’energia elastica de deformacio involucrada en I’assaig de
traccio uniaxial (material elastic lineal) i I’energia total de deformacio.

F
l 4 O'll - F/AO

() * *
oo E; = [dE; = [[o]:[de]
]
0 ii E11 = AL/LO
de &
0-11 dgll O O T
T F 0 d€22 0 :J O-lldgll =
0 0 dez| O
_JSTE p 1E 5 0-72"
= 8110611 = S EET =5 GTgT - 2E
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Models discrets atemporals

G A F
- WW—@ Elastic lineal (Hooke) u
g

G A F
o= © Rigid-perfectament plastic )
;8

G A F

Q—'WWW—E_' Elastic-perfectament plastic
u
;8
Q- W\ —Q Elastic-plastic amb /

=N enduriment U
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Models discrets temporals

GA F
o—] ||—C Newton Viscos pur ]
i
Q—MMM:—D—Q Maxwell
~MWWW-
@ Hl—_‘ Kelvin |  Visco-elastics
~MWWW-
C—WAM-H'— —@ Burger
_H]
- W~ o Bingham Visco-elasto-plastic
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4.2. Principis Basics

1. [G] queda determinat per la historia temporal de la cinematica

2. [G] depen només de la cinematica de I'entorn immediat del punt
3. Les equacions constitutives no depenen del sistema de referencia

4. Les equacions constitutives son compatibles amb el 1" 20"
principi de la Termodinamica
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4.3. Llei de Hooke Generalitzada

ej=[Clio] - {o}=[D]{e} Eq.derame [p]-[c]"

eul| | 1ou

£ o Materials isotrops:
C]:; [D] independents de la base en la qué s’expressin.

el _ C o [C]; [D] indep 1 q p

€12 O12 L - o, .

£, (cnt) o, &y c, ¢ ¢, 0 0 O0|loy
Ex3 c, ¢, ¢, 0 0 O]log

e el a1 e et R

g,/ |0 0 0 ¢, 0 0o,
gs] [0 0 0 0 ¢, Oflog
&5) |0 0 0 0 0 clloy

Components normals i transversals desacoblades.

U
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e s g 4.3. Llei de Hooke Generalitzada

2*

Entorn esferic diferencial P
D’UNA PARTICULA

ENTORN p DEFORMAT
(El-lipsoide)

El-lipsoide de Lamé

1*
1
Nomenclatura I, I, I11:
direccions ordenades de major (1) a menor (I11)
G2 04> 0on &2 &> & En materials ISOTROPS en régim
(traccions/allargaments positius) N . . . .
(compressions/escurgcaments negatius) elaStlc, 6|S elxos prlnCIpals de tOtS

els el-lipsoides son coincidents
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T s e 4.3. Llei de Hooke Generalitzada

Cas uniaxial
. v F i
Material /A 00 Y2
' Is Ot ro p _ [O'] = 0 0O 0 PROPORCIONAL g=
B 0 0 0 _ ]
. 1% o 0
g 0 0 E i
[£]=| 0 & 0= 0 —UGEl 0
0 0 & x
- Tl 0 &
L E —
Llei de Hooke
uniaxial Coef. de Poisson
* O-* * * \ *
g =t & =& =—V&E
1 E 2 3 1
- -1<v<05

Modul Elastic (N/mmz) Normalment 0 < v < 0.5
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7| Eelueies atEngiena # Activitat 4.1 : Exercici (temps 15 min)

# Activitat 4.1

Aplicant el principi de superposicio, deduir les expressions de les deformacions
longitudinals totals dels eixos principals, superposant tres estats uniaxials de tensio.

o. 0 0 0 0 O 0 0 O
[o+]=| O 0 O [0,]=|0 o0, O [0:]=|0 0 O
0 00 0O 0 O 0 0 o,
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TEMA 4. MODELS CONSTITUTIUS
4.3. Llei de Hooke Generalitzada

Si actuen simultaniament O, O, | Oj,
pel principi de superposicio tenim;
* * *
* * * *
* * * *
* * * *
o, V(. s Vv A\ 1+v .
E E E
Oy V(x,  *\_ V A\ 1+v .
E E E E
O, V(. = Vv N
E E E
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o 4.3. Llei de Hooke Generalitzada

En forma matricial,

g 0 0 10 0 o’ 0 0
0 & O =—‘ésaoo 1 0 +1+E" 0 o, O
0 0 & 00 1 0 0 o,

Aquesta relacio és independent dels eixos de referencia (medi isotrop),

1 &1 &3 1 00 O O Oy
__Va_lo 1 0 1+v
&0 & b |TT £ Oy T £ O1p Oz Oy
| 13 &3 E33_ 0 0 1] | O13 Op3 Ogs
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Llei de Hooke Generalitzada

1+v

[8]——[Go]+[0]

1. ]
&= 1011 — V(Gzz T 03 ) &1p = 12
E E
1 . _1+v
{ € = = 09y — V(Gll T 03 ) &13 = £ O3
1 _1+v
E33 = £ [033 (011 T+ 0y )] &3 = = O »3
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any 4.3. Llei de Hooke Generalitzada

- 3 — 9 3

&y c, C, GC, 0 0 0 Oy
Llei de Hooke Generalitzada |, | |c, ¢, ¢, o0 0 0 |lo,
( 1
Materials isotrops G “E ) ¢33 L — C2 G2 G 0 0 0 ) [
2 constants independents c _ -V €12 0 0 0 ¢ =G 0 0 O12
2T E £ 0O 0 O 0 c,—C, 0 Oy
¢, =¢ —c, =1+?V &5 [0 0 O 0 0 C,—C, |00
( 3\ [ = r A
&1 1 v -v 0 0 0 |loyg
9 -v 1 -v 0 0 0 Op| TUE -viE —vIE o 0 0 1oy
~v/IE 1/E -vIE O 0 0 ||oy,
633 _ 1l-v -v 1 0 0 0 <G33> ~vIE -vIE 1/E 0 0 0 ||oy,
T |0 0 0 126 0 0 [oy,
& EIO 0 0 I+v O 0 ||oy, o o o o ww o .
0 0 0 0 0 1/2G||oy,
ey |0 0 0 0 0 l+v|loy,

G Modul d’Elasticitat Transversal (N/mm2)
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Llei de Hooke Generalitzada

Materials ortotrops: (&,] [¢, ¢, ¢ 0 0 0l(oy,] .ex. , (com ‘T’ite na)
9 constants independents | ¢, c, C, Cg 0O 0 O Oy b
E3 cc ¢, ¢, 0 0 O]|loy
L = % .
le,[ 10 0 0 ¢, 0 0llog,
esl 100 0 0 ¢ 0llog
€x)] |0 0 0 0 0 cyl|loym]
-y _
o —  -v,lE, -v,lE; 0 0 0
& 1 1 Oy
En| |-VvylE,  —  —vulEy 0 0 0 [loy
2
) €33 | | 1 Oy
-valE -v,IE - 0 0 0
812 e e E3 O1 S’ha de complir que:
€13 0 0 0 1/ 26, 0 0 O3 Vi, / E,=v, / E,
@) 0 0 0 0 v 0 |l o =y E,
0 0 0 0 0 1/2G, Vo | By =V, [ E,



http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/e4/Egeved.JPG
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/e4/Egeved.JPG
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S | RSeS| TEngiyerE # Activitat 4.2 : Exercici ## Entregable 11

# Activitat 4.2 (a casa, temps 30 min)

## Entregable 11

(limit 1 setmana)

Amb gquants i quins assaigs podriem determinar les 9 constants elastiques d’un
material ortotrop com la fusta? , E, E, v,; v, v G Gy G, (Suposar igual
comportament traccio-compressio). Buscar exemples de fustes diferents.

normalment:
- i} E, >>E; >E;
. — Z / ET —VaL / ER 0 0 0 GLR >GTL >> GRT
& E, 1 0y Ver 2Vir 2Vig ® Vi 2>V 2 Vr
& | |-v;/E G [E, 0 0 0 oy
Ep | _ ' 1 Og
e[| ~VelEL -vmlE = 0 0 0 Yo |
R
Eir 0 0 0 112G, 0 0 ||og
) |0 0 0 0 UGB, 0 |lom
0 0 0 0 0 1/2Gy



http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/e4/Egeved.JPG
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/e4/Egeved.JPG
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L EeTHeEs B TEngiyErE # Activitat 4.3 : Exercici (temps 30 min)

# Activitat 4.3

Una placa plana quadrada de 2m de costat i 5cm de gruix esta sotmesa a
un estat pla de tensio tal que: (x;, X,encm i oy, , 65,, 0y, €n N/cm?)

o117 = 4% + X, )
Oy = X1 +4X, 5
o1, =100
E —210° N/cm? 2m oo
v =0,25 A

Determinar:

1) Allargament de la diagonal AD.
2) Variacio de I’angle recte BOD.
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7| Eelueies atEngiena # Activitat 4.4 : Exercici (temps 30 min)

# Activitat 4.4

En un medi elastic continu i isotrop, s’obté determinat estat tensional com
a suma dels estats A i B de la figura.
Determinar els allargaments unitaris principals i les seves direccions.

E =210.000 MPa

v =0,25
50 a0
86,6
30°
50 ‘ A T 50
N E—
l ‘ &
— b‘Q




§§§ _Departament de Registér?cia de Materials TEMA 4. MODELS CONSTITUTIUS
€&F | Estructures a I'Enginyeria 4.4 Equacions de Lamé

4.4. Equacions de Lameé
Materials isotrops

011 :lgv +2,Ll(c;‘11 012 :2/«1812 ﬂ’ EV
C(L+v)A-2v
| Oy =A&, +2u8,, O3 = 21UE,, (L+v)( )
E
p=G=
Oa = A&y + 2118, Gy = 2UE 2(1+v)

lo]=Ae,[1]+24] €]

A, 1 Constants de Lamé (N/mm2)

E=yu 3A+2u v = A G Modul d’Elasticitat Transversal

A+ 2(A+ ) (N/mm?)
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4.4. Equacions de Lamé

= : de L , ro'n\ _d1 d, d, 0 0 O ] (‘911\

gquaclions de Lame c,, d2 d1 d2 0 0 0 £,

Materials isotrops < o _ d, d, d 0 0 O J Ea

o,[ [0 0 0 d, 0 0[e,
o, |0 0 0 0 d, 0]lle,
o,,] [0 0 0 0 0 dyle,

( 3 [ = r 3
0y, 1-v v V 0 0 0 |ley
0, v 1-v v 0 0 0 ||&y
Oy E v v 1-v 0 0 0 ||én

< > = < >
o, M+vfl-2¢)] 0 0 0 1-2v 0 0 |lg
0, 00 0 0 0 1 0 |l
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# Activitat 4.5
## Entregable 12
(limit 1 setmana)

TEMA 4. MODELS CONSTITUTIUS
# Activitat 4.5 : Examen ## Entregable 12

MECANICA DE MEDIS CONTINUS PROBLEMA 1 17.06.05

Permutacié 1

Temps 70 min Punts 10 Pes: 1

La pieza prismatica de la figura experimenta una transformacion geomeétrica representada

mediante las ecuaciones lagrangianas % =3%(X,7) siguientes:

se pide determinar:

a)
b)

Las constantes a. b, ¢ y d.

El estado final del prisma: longitudes de los lados, volumen y rotacién de sélido rigido @.

Iustrar graficamente el estado de deformacion (no es necesario ilustrar los movimientos de

solido rigido)

Determinar la tension tangencial maxima. Dibujar el plano sobre el que actua y el vector

tension.

Sabiendo que:

x =X, +aX; + 4001075 X,
x, =(1-900107°) X,

X3 = X3(1+¢)+bX, —d-2001076 X,

La transformacion no cambia el volumen del prisma.

Se tiene. en todo el prisma, un estado plano de deformacion (plano 1-2).
El material es fragil, de resistencia ,= 200 N/mm?.

Propiedades elasticas: E = 200.000 N/mm?, v=0.12

Se puede admitir la hipotesis de transformacion infinitésima.
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4.5. Index de Compressibilitat

Materials isotrops

Component Hidrostatica 0, = (0 +0,, +043)/3

Definim
E 1, .
v &1 _E_Gll_V(GZZ +0g3) |
E L |
K = &9 :E_O'zz ~v(0y, +04)]
S.
0 :& eij — lJ 3(1_ 2V) 1 - T
3K 2G £33 = 103 —v(oy, +0y),
o, =3Kg, Sij = 2Geu 1-2v
& =3 = 00

lo]=3K]|g, ]+ 2G]e]
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4.6. Materials Fluids

Fluids ideals: No ofereixen resistéencia al canvi de forma.
Només s’oposen a canviar de volum.

Només es generen estats de tensio esferics.

—-p 0 O
=0 —-p 0 - p=Kg,
0 0 —-p

Vectors tensid concentrics i d’igual modul — I'estat de tensio (magnitud
tensorial) s’assimila a una magnitud “escalar” anomenada pressio.

En “Mecanica de Fluids”:

Tensions de compressio, positives (pressio)

Tensions de traccio, negatives (depressio o succid)

(respecte I'estat de referencia, p. ex. P,,,= 0 “pressions relatives”)
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Fluids reals: Ofereixen resistencia, tant al canvi de volum

com al canvi de forma.

La resistencia al canvi de forma no depen de la magnitud d’aquest canvi,
sind nomes de la velocitat a la que es produeix.

La resistencia al canvi de volum depen principalment de la magnitud
d’aquest canvi i pot dependre també de la velocitat a la que es produeix.

Fluid Newtonia : Vi tat
AV — v SRR (T L \7
Ah
dinamica §
[N-s/m?] =[Kg/(ms)]=10P 1 Poise =[g/(cms)] Viscositat ﬂ_*
cinematica P
dv ddu ddu d . = [m2/s] =104 St
dh dhdt dtdh dt’ K7 1 Stoke = [cm? /5]
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4.6. Materials Fluids

En un fluid real:
[o]=[-p]+[7]
AN

Pressio “estatica” o termodinamica
Pressié que tindria el fluid en repos

Tensions viscoses

Models uniaxials Determinada per I'equacio d’estat (funcié densitat i
. . temperatura)
7= 1(y)
T plastic Pseudoplastic n<1)

A

Newtonia n=1 » 7 =0 — purament .
ViSCOS0Ss 7 = m.(y)”

Solid rigid x

To

dilatant n>1)

Fluid ideal ]
e Plastics 7=17,+ f(y)

4 "
Plastic de Bingham 7 =7, + U ¥
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Fluids Newtonians: Tensor de tensions viscoses proporcional al

tensor velocitat de deformacioé
pd Tensor de coeficients

{7} = [V] {5} viscosos del medi

Fluids Newtonians isotrops: [o] =[-p]+34[D,]+ 24 [D]

'
7]
Part esferica de [D]

Part desviadora
Viscositat volumétrica — de [D] \
* * 2 *
K=4+—-u

> [ol=[-p]+3K [D]+2ﬂ [d]

Fluids Newtonians Stokesians: [(70 ] [S]
K*'=0 > [o]=[-p]
A ==2413
Fluids Incompressibles: [Dy] =0
p no determinable per les eq. d’estat, valor arbitrari compatible amb les eq. de moviment i contorn.
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