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Teorema de les forces vives
La suma de potències de les accions externes més la potència de les tensions 
internes,  actuant sobre un sistema en un instant determinat, és igual a la 
velocitat de variació d’energia cinètica del sistema en el mateix instant.
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Densitat d’energia de deformació
L’energia de deformació involucrada en la transformació 
geomètrica d’un medi continu és el treball realitzat per les 
tensions internes d’aquest medi en passar de la configuració 
inicial a la configuració actual. Expressada en forma intensiva, 
definim la densitat d’energia de deformació,       .

[ ] [ ] [ ][ ][ ]εσεσε
ε dtrd

V
dEdE

V
==

∆
∆

=
→∆

:lim
0

*

Per a una deformació finita:
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L’energia total, per a un volum finit:

expressada en forma intensiva:
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Determinar la densitat d’energia elàstica de deformació involucrada en l’assaig de 
tracció uniaxial (material elàstic lineal) i l’energia total de deformació.

Exercici
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Models discrets atemporals

Elàstic lineal (Hooke)
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Models discrets temporals
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4.2. Principis Bàsics

4.2. Principis Bàsics

1. [σ] queda determinat per la història temporal de la cinemàtica

2. [σ] depèn només de la cinemàtica de l’entorn immediat del punt

3. Les equacions constitutives no depenen del sistema de referència

4. Les equacions constitutives son compatibles amb el 1er i 2on 

principi de la Termodinàmica
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Materials isòtrops:

[C] ; [D] independents de la base en la què s’expressin.
⇓

( amb    c3 = c1 – c2 )

Components normals i transversals desacoblades.

⇓
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P 2*

1*

3*

Entorn esfèric diferencial P
D’UNA PARTÍCULA

ENTORN p DEFORMAT 
(El·lipsoide)

I

III

II

El·lipsoide de Lamé

Nomenclatura  I, II, III: 

direccions ordenades de major (I) a menor (III)

(traccions/allargaments positius) 
(compressions/escurçaments negatius)

σI > σII > σIII εI > εII > εIII En materials ISÒTROPS en règim 
elàstic, els eixos principals de tots 

els el·lipsoides són coincidents
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4.3. Llei de Hooke Generalitzada
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# Activitat 4.1 : Exercici (temps 15 min)

# Activitat 4.1

Aplicant el principi de superposició, deduir les expressions de les deformacions 
longitudinals totals dels eixos principals, superposant tres estats uniaxials de tensió.
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TEMA 4. MODELS CONSTITUTIUS
4.3. Llei de Hooke Generalitzada

Si actuen simultàniament                    i           , 
pel principi de superposició tenim:
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En forma matricial,
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Llei de Hooke Generalitzada

Materials isòtrops
2 constants independents
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S’ha de complir que:

p.ex. fusta (composite natural)Materials ortòtrops:
9 constants independents
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# Activitat 4.2 : Exercici ## Entregable 11

# Activitat 4.2 (a casa, temps 30 min)
## Entregable 11
(límit 1 setmana)
Amb quants i quins assaigs podríem determinar les 9 constants elàstiques d’un 
material ortòtrop com la fusta?                                               (suposar igual 
comportament tracció-compressió). Buscar exemples de fustes diferents.

3 (radial≡R)

1 (longitudinal ≡L)

2 (tangent ≡T)
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# Activitat 4.3 : Exercici (temps 30 min)

# Activitat 4.3

Una placa plana quadrada de 2m de costat i 5cm de gruix està sotmesa a 
un estat pla de tensió tal que: (x1 , x2 en cm i σ11 , σ22 , σ12 en N/cm2)

Determinar:
1) Allargament de la diagonal AD.
2) Variació de l’angle recte BOD.
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# Activitat 4.4 : Exercici (temps 30 min)

# Activitat 4.4

En un medi elàstic continu i isòtrop, s’obté determinat estat tensional com 
a suma dels estats A i B de la figura.
Determinar els allargaments unitaris principals i les seves direccions.
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][2][][ εµλεσ += IV

1111 2µελεσ += V 1212 2µεσ =

2222 2µελεσ += V

3333 2µελεσ += V

1313 2µεσ =

2323 2µεσ =

)21)(1( νν
νλ
−+

=
E

)1(2 ν
µ

+
==

EG

µλ
µλµ

+
+

=
23E

( )µλ
λν
+

=
2

G Mòdul d’Elasticitat Transversal 
(N/mm2)

λ, µ Constants de Lamé (N/mm2)

α

4.4. Equacions de Lamé

4.4. Equacions de Lamé
Materials isòtrops
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4.4. Equacions de Lamé

























































=































23

13

12

33

22

11

3

3

3

122

212

221

23

13

12

33

22

11

00000
00000
00000
000
000
000

ε
ε
ε
ε
ε
ε

σ
σ
σ
σ
σ
σ

d
d

d
ddd
ddd
ddd

Materials isòtrops



TEMA 4. MODELS CONSTITUTIUS
# Activitat 4.5 : Examen ## Entregable 12

# Activitat 4.5
## Entregable 12
(límit 1 setmana)
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Component Hidrostàtica 3/)( 3322110 σσσσ ++=

Definim

V

K
ε
σ 0= 0332211 3εεεεε =++=V

( )ν213 −
=

EK
K3
0

0
σε =

00 3 εσ K=

G
s

e ij
ij 2
=

ijij Ges 2=

][2][3][ 0 eGK += εσ
G
s

K 2
][

3
][][ 0 +=

σε

4.5. Índex de Compressibilitat

4.5. Índex de Compressibilitat
Materials isòtrops
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TEMA 4. MODELS CONSTITUTIUS
4.6. Materials Fluids

4.6. Materials Fluids
Fluids ideals: No ofereixen resistència al canvi de forma. 

Només s’oposen a canviar de volum.

Només es generen estats de tensió esfèrics.

















−
−

−
=

p
p

p

00
00
00

][σ

Vectors tensió concèntrics i d’igual mòdul → l’estat de tensió (magnitud 
tensorial) s’assimila a una magnitud “escalar” anomenada pressió.

En “Mecànica de Fluids”:
Tensions de compressió, positives (pressió)
Tensions de tracció, negatives (depressió o succió)
(respecte l’estat de referència, p. ex.  Patm= 0 “pressions relatives”)

VKp ε=−
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4.6. Materials Fluids

Fluids reals: Ofereixen resistència, tant al canvi de volum
com al canvi de forma. 

La resistència al canvi de forma no depèn de la magnitud d’aquest canvi, 
sinó només de la velocitat a la que es produeix.

La resistència al canvi de volum depèn principalment de la magnitud 
d’aquest canvi i pot dependre també de la velocitat a la que es produeix.
Fluid Newtonià :

*µ
τ

=
∆
∆

h
v Viscositat vτ

h

Viscositat 
dinàmica

γγ ====
dt
d

dh
du

dt
d

dt
du

dh
d

dh
dv γµτ *=

[N·s / m2] = [Kg / (m·s)] = 10 P     1 Poise = [g / (cm·s)]
ρ
µ*

Viscositat 
cinemàtica

[m2 / s]  = 104 St
1 Stoke  = [cm2 / s]
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4.6. Materials Fluids

En un fluid real:

][][][ τσ +−= p
Pressió “estàtica” o termodinàmica
Pressió que tindria el fluid en repòs
Determinada per l’equació d’estat (funció densitat i 
temperatura)

Tensions viscoses

γ

τ plàstic Pseudoplàstic  n < 1

Newtonià  n = 1

dilatant   n > 1
0τ

nm )·(γτ =
τ0 = 0 → purament 
viscosos

Fluid ideal

Sòlid rígid

)(0 γττ f+=Plàstics

)(γτ f=

Plàstic de Bingham γµττ *
0 +=

Models uniaxials
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4.6. Materials Fluids

Fluids Newtonians: Tensor de tensions viscoses proporcional al 
tensor velocitat de deformació

̿𝜏𝜏 = 𝑉𝑉 �𝐷𝐷
Tensor de coeficients 
viscosos del medi

Fluids Newtonians isòtrops: ][2][3][][ *
0

* DDp µλσ ++−=

[ ]τ
Part desviadora 

de [D]

Part esfèrica de [D]

][2][3][][ *
0

* dDKp µσ ++−=

[ ]0σ [ ]s

Viscositat volumètrica
***

3
2 µλ +=K

Fluids Newtonians Stokesians: 
K* = 0  

3/2 ** µλ −=

Fluids Incompressibles:  [D0] = 0

[ ] [ ]p−=0σ

p no determinable per les eq. d’estat, valor arbitrari compatible amb les eq. de moviment i contorn.
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